
Teorie distribucí

De�nice 1 (prostory D(Ω) a D′(Ω)). Pro Ω ⊂ Rd otev°enou de�nujeme D(Ω)
(prostor testovacích funkcí na Ω) jako prostor v²ech (reálných £i komplexních)
funkcí f ∈ C∞(Ω) s kompaktním nosi£em (tj. supp t = {x ∈ Ω : f(x) 6= 0} je
kompaktní podmnoºina Ω).

�íkáme, ºe posloupnost {ϕn} ⊂ D(Ω) konverguje k ϕ ∈ D(Ω) v prostoru

D(Ω) (zna£íme ϕn
D(Ω)→ ϕ) pokud existuje K ⊂ Ω, ºe

1. suppϕn ⊂ K pro v²echna n ∈ N a suppϕ ⊂ K,

2. Dαϕn ⇒ Dαϕ pro kaºdý multiindex α.

Prostor D′(Ω) de�nujeme jako prostor v²ech lineárních zobrazení (funkci-
onál·) T : D(Ω) → R(C), která jsou spojitá v následujícím smyslu: pokud

ϕn
D(Ω)→ ϕ, potom T (ϕn) → T (ϕ), n → ∞. Funkciánály pat°ící do D′(Ω) nazý-

váme distribuce na Ω.

Poznámky a p°íklady. 1. podmínka T (ϕn) → T (ϕ) kdykoliv ϕn
D(Ω)→ ϕ je

(díky linarit¥) ekvivalentní podmínce T (ϕn)→ 0 kdykoliv ϕn
D(Ω)→ 0.

2. místo T (ϕ) budeme £asto psát 〈T, ϕ〉.

3. pro f ∈ L1
loc(Ω) (tedy f ∈ L1(K) pro kaºdý kompakt K ⊂ Ω) de�nujeme

distribuci Tf (ϕ) =
∫
fϕ.

Obecn¥ji pro kaºdou Radonovu míru µ m·ºeme de�novat distribuci Tµ(ϕ) =∫
ϕdµ.

Je²t¥ obecn¥ji pro α multiindex je ϕ 7→
∫
Dαϕdµ distribuce.

4. Základním p°íkladem distribuce reprezentující míru je Diracova distribuce
v bod¥ b ∈ Rd de�novaná jako Tδb(ϕ) =

∫
f dδb = ϕ(b).

5. pro funkci f mající integrál ve smyslu hlavní hodnoty m·ºeme de�novat jí
odpovídající distribuci Tp.v.f (ϕ) = p.v.

∫
fϕ. Nap°íklad

Tp.v. 1x (ϕ) = p.v.

∫ ∞
−∞

ϕ(x)

x
= lim
ε→0+

(∫ −ε
−∞

ϕ(x)

x
+

∫ ∞
ε

ϕ(x)

x

)
=

∫ ∞
0

ϕ(x)− ϕ(−x)

x
.

Základní operace na distribucích

De�nice 2 (posunutí, ²kálování derivace a nísobení funkcí v D′(Ω)). Pro T ∈
D′(Ω) de�nujeme

1. posunutí T o a ∈ Rd jako 〈τaT, ϕ〉 = 〈T, τ−aϕ〉, kde τaϕ(x) = ϕ(x + a)
(pouze pro Ω = Rd),

2. ²kálování T koe�cientem λ > 0 jako 〈sλT, ϕ〉 = 〈T, 1
λd
s 1
λ
ϕ〉, kde sλϕ(x) =

ϕ(λx) (pouze pro Ω = Rd)
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3. derivaci T vzhledem k multiindexu α jako 〈DαT, ϕ〉 = 〈T, (−1)|α|Dαϕ〉,

4. násobení T funkcí h ∈ C∞(Ω) jako 〈hT, ϕ〉 = 〈T, hϕ〉.

Poznámky a p°íklady. 1. Platí xδ = 0 a xTv.p. 1x = 1.

2. Nech´ h = χ[0,∞)]. Potom (Th)′ = δ a obecn¥ji

〈(Th)(k+1), ϕ〉 = 〈(δ)(k), ϕ〉 = (−1)kϕ(k)(0).
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